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A b s t r a c t  

During the last five decades, Mathematical programming techniques are applied successfully to almost every 

spare of human activity, such as industries, management,  planning, govt and economics, agriculture, 

engineering, medical science and scientific research. As per Prof. C. R. Rao “All Statistical procedures are, in 

ultimate analysis, solutions to suitably formulated optimization problems”. In this paper, we give the brief 

historical sketch of mathematical programming techniques and its applications towards the development of the 

theory and algorithms for solving various types of mathematical programming problems. 
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O p t i mi z a t i o n  

I n v e s t i g a t i n g  f o r  a n d  a r r i v i n g  a t  t h e  b e s t  p o s s i b l e  d e c i s i o n  i n  a n y  g i v e n  

c i r c u ms t a n c e  i s  c a l l e d  o p t i m i z a t i o n .  T h e  u l t i ma t e  a i m  o f  a l l  s u c h  d e c i s i o n s  i s  t o  

ma x i m i z e  t h e  g a i n  o r  p r o f i t ,  o r  m i n i mi z e  t h e  c o s t  o r  l o s s  i n c u r r e d  i n  c e r t a i n  

p r o c e s s .  T h e  f i r s t  s t e p  t o wa r d s  o p t i m i z a t i o n  i s  t o  e x p r e s s  t h e  d e s i r e d  b e n e f i t s ,  t h e  

r e q u i r e d  e f f o r t s  a n d  o t h e r  r e l e v a n t  i n f o r ma t i o n  a s  a  f u n c t i o n  o f  c e r t a i n  v a r i a b l e s  

t h a t  ma y  b e  c a l l e d  " d e c i s i o n  v a r i a b l e s " .  T h u s  o p t i m i z a t i o n  c a n  b e  d e f i n e d  a s  t h e  

ma x i m i z a t i o n  o r  m i n i mi z a t i o n  o f  a  f u n c t i o n  o f  s e v e r a l  v a r i a b l e s .  T h i s  f u n c t i o n  ma y  

b e  u n c o n s t r a i n e d  o r  i t  ma y  b e  s u b j e c t e d  t o  c e r t a i n  c o n s t r a i n t s  o n  t h e  v a r i a b l e s  i n  

t h e  f o r m  o f  e q u a t i o n s  o r  i n e q u a l i t i e s .  

T h e  e x i s t e n c e  o f  o p t i m i z a t i o n  p r o b l e m c a n  b e  t r a c e d  b a c k  t o  t h e  mi d d l e  o f  

e i g h t e e n t h  c e n t u r y .  T h e  wo r k  o f  N e wt o n ,  L a g r a n g e  a n d  C a u c h y  i n  s o l v i n g  c e r t a i n  

t y p e s  o f  o p t i m i z a t i o n  p r o b l e ms  a r i s i n g  i n  g e o me t r y  a n d  p h y s i c s  b y  u s i n g  

d i f f e r e n t i a l  c a l c u l u s  me t h o d s  a n d  c a l c u l u s  o f  v a r i a t i o n s  i s  p i o n e e r i n g .  T h e s e  

o p t i m i z a t i o n  me t h o d s  b e t t e r  k n o w n  a s  c l a s s i c a l  o p t i m i z a t i o n  m e t h o d s  h a v e  t h e i r  

o w n  l i m i t a t i o n s  a n d  c a n n o t  b e  a p p l i e d  s u c c e s s f u l l y  t o  e v e r y  o p t i m i z a t i o n  p r o b l e m.  

T h e s e  t e c h n i q u e s  a r e  ma i n l y  o f  t h e o r e t i c a l  i n t e r e s t .  H o we v e r ,  i n  s o me  s i mp l e  

s i t u a t i o n s  t h e y  c a n  p r o v i d e  s o l u t i o n s ,  wh i c h  a r e  p r a c t i c a l l y  a c c e p t a b l e .  

T h e  c l a s s  o f  r e a l  l i f e  o p t i m i z a t i o n  p r o b l e ms  t h a t  a r e  u s u a l l y  n o t  s o l v a b l e  b y  

c l a s s i c a l  o p t i m i z a t i o n  me t h o d s  a r e  k n o w n  a s  ma t h e ma t i c a l  p r o g r a m m i n g  p r o b l e ms .  

I n  t h e  l a s t  f i v e  d e c a d e s  t h e r e  h a s  b e e n  a  p h e n o me n a l  a d v a n c e me n t  t o wa r d s  t h e  

d e v e l o p me n t  o f  t h e  t h e o r y  a n d  a l g o r i t h ms  f o r  s o l v i n g  v a r i o u s  t y p e s  o f  ma t h e ma t i c a l  

p r o g r a mmi n g  p r o b l e ms .  

 

M a t h e ma t i c a l  P r o g r a m m i n g :  A  B r i e f  H i s t o r i c a l  S k e t c h  

T h e  f i r s t  p r o b l e m i n  T r a n s p o r t a t i o n  o r  L i n e a r  P r o g r a m mi n g  wa s  d e v e l o p e d  b y  

K a n t o r o v i c h .  L . V . [46], a  R u s s i a n  M a t h e m a t i c i a n  a n d  a n  A me r i c a n  e c o n o mi s t  

H i t c h c o c k  F .  L . [41]. T h e y  d e a l t  w i t h  a  we l l  k n o wn  t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m wh i c h  

f o r ms  a  b r a n c h  o f  l i n e a r  p r o g r a m mi n g .  E v e n  t h o u g h  t h e  F r e n c h  M a t h e ma t i c i a n  J e a n .  

B a p t i s t  –  J o s e p h  F o u r i e r  s e e me d  t o  b e  a wa r e  o f  t h e  s u b j e c t  p o t e n t i a l  a s  e a r l y  a s  

1 8 2 3 .  K a n t o r o v i c h ,  L . V . [ 4 5 ] , p u b l i s h e d  a n  e x t e n s i v e  mo n o g r a p h  o n  ma t h e ma t i c a l  

me t h o d s  i n  t h e  o r g a n i z a t i o n  a n d  p l a n n i n g  o f  p r o d u c t i o n  i n  1 9 3 9  a n d  i s  c r e d i t e d  wi t h  

b e i n g  t h e  f i r s t  t o  r e c o g n i z e  t h a t  c e r t a i n  i mp o r t a n t  b r o a d  c l a s s e s  o f  s c h e d u l i n g  

p r o b l e ms  h a d  we l l  d e f i n e d  ma t h e ma t i c a l  s t r u c t u r e s .  A n  E n g l i s h  e c o n o mi s t ,  S t i g l e r ,  

G . [ 7 9 ] , d e s c r i b e d  y e t  a n o t h e r  l i n e a r  p r o g r a m m i n g  p r o b l e m t h a t  o f  d e t e r mi n i n g  a n  

o p t i ma l  d i e t  n o t  o n l y  a t  t h e  mi n i m u m  c o s t  b u t  a l s o  t o  s a t i s f y  mi n i m u m  

r e q u i r e me n t s .  

    T h e  f i r s t  e v e r  ma t h e ma t i c a l  p r o g r a m mi n g  p r o b l e m ( M P P )  wa s  p e r h a p s  t h e  

p r o b l e m o f  o p t i ma l  a l l o c a t i o n  o f  l i m i t e d  r e s o u r c e s  r e c o g n i z e d  b y  e c o n o mi s t s  i n  

e a r l y  1 9 3 0 s .  A f t e r  W o r l d  W a r  I I  i n  1 9 4 7  t h e  U n i t e d  S t a t e s  a i r  f o r c e  t e a m S C O O P  
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( s c i e n t i f i c  c o mp u t a t i o n  o f  o p t i mu m  p r o g r a m s )  s t a r t e d  i n t e n s i v e  r e s e a r c h  o n  s o me  

o p t i mu m r e s o u r c e  a l l o c a t i o n  p r o b l e m wh i c h  l e d  t o  t h e  d e v e l o p me n t  o f  t h e  f a mo u s  

s i mp l e x  me t h o d  b y  G e o r g e  B .  D a n t z i g  f o r  s o l v i n g  a  l i n e a r  p r o g r a m mi n g  p r o b l e m 

( L P P ) .  

I n  mo s t  o f  t h e  p r a c t i c a l  s i t u a t i o n s  t h e  i n t e g e r  v a l u e s  o f  t h e  d e c i s i o n  

v a r i a b l e s  a r e  r e q u i r e d .  D a n t z i g  e t  a l .  [ 2 0 ] ,  M a r k o wi t z  a n d  M a n n e  [ 6 1 ] ,  D a n t z i g  

( [ 2 2 ] , [ 2 3 ] ) ,  e t c .  d i s c u s s e d  t h e  i n t e g e r  s o l u t i o n s  t o  s o me  s p e c i a l  p u r p o s e  L P P s .  

G o mo r y  ( [ 3 5 ] , [ 3 6 ] )  d e v e l o p e d  t h e  C u t t i n g  p l a n e  me t h o d s ,  f o r  w h o l e  a n d  mi x e d  

i n t e g e r  p r o g r a m mi n g  p r o b l e ms .  L a n d  a n d  D o i g  [ 5 6 ]  d e v e l o p e d  t h e  p o we r f u l  b r a n c h  

a n d  b o u n d  t e c h n i q u e  fo r  s o l v i n g  i n t e g e r  l i n e a r  p r o g r a m mi n g  p r o b l e ms .  L a t e r  D a k i n  

[ 1 9 ]  p r o p o s e d  a n o t h e r  i n t e r e s t i n g  v a r i a t i o n  o f  L a n d  a n d  D o i g  a l g o r i t h m.  H i l l i e r  

[ 3 9 ]  g a v e  a  b o u n d  a n d  s c a n  a l g o r i t h m,  B o w ma n  a n d  N e mh a u s e n  [ 1 1 ]  g a v e  a  

mo d i f i e d  c u t t i n g  P l a n e  me t h o d ,  A u s t i n  a n d  G r a n d  [ 5 ]  d e v e l o p e d  a n  a d v a n c e d  d u a l  

a l g o r i t h m a n d  S a l t z m a n  a n d  H i l l i e r  ( [ 7 4 ] ,  [ 7 5 ] )  p r e s e n t e d  t h e  e x a c t  c e i l i n g  p o i n t  

a l g o r i t h m f o r  s o l v i n g  i n t e g e r  p r o g r a ms .  A c h u t h a n  a n d  H i l l  [ 1 ]  p r e s e n t e d  e i g h t  n e w  

c u t t i n g  p l a n e s  w h i c h  p r o v i d e  a n  i mp r o v e d  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  s o l u t i o n  s p a c e  a n d  t h e y  

d e mo n s t r a t e d  t h e  u s e f u l n e s s  o f  t h e s e  c u t s  b y  g e n e r a t i n g  g o o d  l o w e r  b o u n d s  f o r  1 4  

l a r g e  l i t e r a t u r e  b e n c h ma r k  p r o b l e ms .  

 D e v e l o p me n t  o f  n e w  t e c h n i q u e s  f o r  s o l v i n g  l i n e a r  p r o g r a m mi n g  p r o b l e ms  

a r e  s t i l l  g o i n g  o n .  D e c a d e s  o f  wo r k  o n  D a n t z i g ' s  s i mp l e x  me t h o d  h a d  f a i l e d  t o  y i e l d  

a  p o l y n o mi a l - t i me  v a r i a n t .  T h e  f i r s t  p o l y n o mi a l - t i me  l i n e a r  p r o g r a m mi n g  a l g o r i t h m  

c a l l e d  E l l i p s o i d  A l g o r i t h m,  d e v e l o p e d  b y  K h a c h i y a n  [ 4 9 ] ,  o p e n e d  u p  t h e  p o s s i b i l i t y  

t h a t  n o n - c o mb i n a t o r i a l  me t h o d s  mi g h t  b e a t  c o mb i n a t o r i a l  o n e  f o r  l i n e a r  

p r o g r a mmi n g .  A  n e w  p o l y n o mi a l - t i me  a l g o r i t h m  w h i c h  g e n e r a t e d  mu c h  e x c i t e me n t  

i n  t h e  ma t h e ma t i c a l  c o m m u n i t y  wa s  d e v e l o p e d  b y  K a r ma k a r  [ 4 7 ] .  ( A n  a l g o r i t h m f o r  

w h i c h  t h e  r u n n i n g  t i m e  o n  c o mp u t e r  i s  a l wa y s  l e s s  t h a n  
baL ,  wh e r e  L  i s  t h e  n u mb e r  

o f  b i t s  r e q u i r e d  t o  r e p r e s e n t  t h e  d a t a  i n  a  c o mp u t e r  a n d  b  s o me  p o s i t i v e  n u mb e r ,  i s  

c a l l e d  a  p o l y n o mi a l  t i me  a l g o r i t h m.  O n  t h e  o t h e r  h a n d ,  i f  t h e  r u n n i n g  t i me  i s  a t  t h e  

mo s t  
L2C  f o r  s o me  p o s i t i v e  C ,  we  s a y  t h a t  i t  i s  a n  e x p o n e n t i a l  t i me  a l g o r i t h m) .   

I t  i s  c l a i me d  t h a t  K a r ma k a r ' s  a l g o r i t h m o f t e n  o u t p e r f o r ms  s i mp l e x  me t h o d  b y  

a  f a c t o r  o f  5 0  o n  r e a l  wo r l d  p r o b l e ms .  S o me  r e c e n t  p o l y n o mi a l  t i me  a l g o r i t h m s  

d e v e l o p e d  b y  R e n e g a r  [ 7 0 ] ,  G o n z a g a  [ 3 7 ] ,  M o n t e i r o  a n d  A d l e r  [ 6 4 ] ,  V a i d y a  [ 8 1 ] ,  

R e h a  [ 6 9 ]  a r e  f a s t e r  t h a n  K a r ma k a r ' s  a l g o r i t h m.  

K u h n  a n d  T u c k e r  ( 1 9 5 1 )  d e v e l o p e d  t h e  n e c e s s a r y  c o n d i t i o n s  ( wh i c h  b e c a me  

s u f f i c i e n t  a l s o  u n d e r  s p e c i a l  c i r c u ms t a n c e s )  t o  b e  s a t i s f i e d  b y  a n  o p t i ma l  s o l u t i o n  

o f  a  n o n - l i n e a r  p r o g r a m mi n g  p r o b l e m ( N L P P ) .  T h e s e  c o n d i t i o n s ,  k n o w n  a s  K - T  

c o n d i t i o n s ,  l a i d  t h e  f o u n d a t i o n  f o r  g r e a t  d e a l  o f  l a t e r  r e s e a r c h  a n d  d e v e l o p me n t  i n  

n o n l i n e a r  p r o g r a m mi n g  t e c h n i q u e s .  T i l l  d a t e  n o  s i n g l e  t e c h n i q u e  i s  a v a i l a b l e  wh i c h  

c a n  p r o v i d e  a n  o p t i ma l  s o l u t i o n  t o  e v e r y  N L P P  l i k e  s i mp l e x  me t h o d  f o r  LP P .  

H o we v e r  d i f f e r e n t  me t h o d s  a r e  a v a i l a b l e  fo r  s o me  s p e c i a l  t y p e s  o f  N L P P s .  B e a l e  [ 7 ]  

g a v e  a  me t h o d  f o r  s o l v i n g  c o n v e x  q u a d r a t i c  p r o g r a m mi n g  p r o b l e m  ( C Q P P ) .  O n e  o f  

t h e  p o we r  f u l l  t e c h n i q u e s  f o r  s o l v i n g  a  N L P P  i s  t o  t r a n s f o r m  i t  b y  s o me  me a n s ,  i n t o  

a  f o r m ,  w h i c h  p e r mi t s  t h e  u s e  o f  s i mp l e x  me t h o d  o f  L P P .  U s i n g  K - T  c o n d i t i o n s  

W o l f e  [ 8 3 ]  t r a n s f o r me d  t h e  c o n v e x  q u a d r a t i c  p r o g r a m mi n g  p r o b l e m i n t o  a n  

e q u i v a l e n t  LP P  t o  wh i c h  s i mp l e x  me t h o d  c o u l d  b e  a p p l i e d  wi t h  s o me  a d d i t i o n a l  

r e s t r i c t i o n  o n  t h e  v e c t o r s  e n t e r i n g  t h e  b a s i s  a t  v a r i o u s  i t e r a t i o n s .  S o me  o t h e r  

t e c h n i q u e s  fo r  s o l v i n g  q u a d r a t i c  p r o g r a m mi n g  p r o b l e ms  a l s o  e x i s t  i n  t h e  l i t e r a t u r e .   

A mo n g  o t h e r  N L P P  me t h o d s  t h e r e  a r e  g r a d i e n t  me t h o d s  a n d  g r a d i e n t  

p r o j e c t i o n  me t h o d s .  L i k e  s i m p l e x  me t h o d  o f  L P P  t h e s e  a r e  i t e r a t i v e  p r o c e d u r e s  i n  

w h i c h  a t  e a c h  s t e p  we  mo v e  f r o m o n e  f e a s i b l e  s o l u t i o n  t o  a n o t h e r  i n  s u c h  a  wa y  t h a t  

t h e  v a l u e  o f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  i s  i mp r o v e d .  R o s e n  ( [ 7 1 ] ,  [ 7 2 ] ) ,  K e l l e y  [ 4 8 ] ,  

G o l d f a r b  [ 3 4 ] ,  D u  a n d  Z h a n g  [ 3 1 ] ,  L a i  e t  a l .  [ 5 5 ]  e t c .  g a v e  g r a d i e n t  p r o j e c t i o n  

me t h o d s  f o r  n o n  l i n e a r  p r o g r a m mi n g  w i t h  l i n e a r  a n d  n o n  l i n e a r  c o n s t r a i n t s .  

G e o me t r i c  p r o g r a m mi n g  ( G P ) ,  a  s y s t e ma t i c  me t h o d  f o r  s o l v i n g  t h e  c l a s s  o f  

ma t h e ma t i c a l  p r o g r a mmi n g  p r o b l e ms  t h a t  t e n d s  t o  a p p e a r  ma i n l y  i n  e n g i n e e r i n g  

d e s i g n ,  wa s  f i r s t  d e v e l o p e d  b y  D u f f i n  a n d  Z e n e r  i n  t h e  e a r l y  1 9 6 0 s  a n d  f u r t h e r  

e x t e n d e d  b y  D u f f i n  e t  a l .  [ 3 0 ] .  D a v i s  a n d  R u d o l p h  [ 2 5 ]  u s e  G P  t o  o p t i ma l  a l l o c a t i o n  

o f  i n t e g r a t e d  s a mp l e s  i n  q u a l i t y  c o n t r o l .  A l s o  D e v i s  a n d  F i n c h  [ 2 5 ]  a p p l i e d  G P  t o  

t h e  o p t i ma l  a l l o c a t i o n  o f  S t r a t i f i e d  s a mp l e s  wi t h  s e v e r a l  v a r i a n c e  c o n s t r a i n t s  
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a r i s i n g  f r o m s e v e r a l  e s t i ma t e s  o f  d e f i c i e n c y  r a t e s  i n  t h e  q u a l i t y  c o n t r o l  o f  

a d mi n i s t r a t i v e  d e c i s i o n s .  

G o a l  p r o g r a m mi n g ,  a  we l l  k n o w n  t e c h n i q u e  f o r  s o l v i n g  mu l t i  o b j e c t i v e  

p r o g r a mmi n g  p r o b l e m s  wa s  d e v e l o p e d  b y  C h a r n e s  a n d  C o o p e r  [ 1 8 ] .  T h e  s h o r t  

c o mi n g s  a n d  t h e  me r i t s  o f  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  g o a l  p r o g r a m mi n g  w e r e  d i s c u s s e d  b y  

I g n i z i o  [ 4 2 ] ,  K h o r r a ms h a h g o l  a n d  H o o s h i a r i  [ 5 1 ] ,  I g n i z i o  a n d  T o m [ 4 3 ] ,  

C h a k r a b o r t y  a n d  S i n h a  [ 1 3 ] ,  N e e l a m a n d  A r o r a  [ 6 6 ] ,  C h a k r a b o r t y  a n d  D u b e y  [ 1 2 ] .  

T h e  r e c e n t  d e v e l o p me n t s  i n  a l g o r i t h ms  f o r  s o l v i n g  m u l t i  o b j e c t i v e  l i n e a r  a n d  n o n -

l i n e a r  p r o g r a m mi n g  p r o b l e ms  a r e  d u e  t o  S h e r a l i  [ 7 8 ] ,  R o y  a n d  W a l l e n i u s  [ 7 3 ] ,  

A r b e l  ( [ 2 ] , [ 3 ] ) ,  B i t  e t  a l .  [ 1 0 ] ,  O k a d a  [ 6 8 ] ,  T h o u d a m  a n d  A d i l  [ 8 0 ] ,  e t c .   G u p t a  a n d  

C h a k r a b o r t y  [ 3 8 ] ,  u s e  t h e  f u z z y  p r o g r a m mi n g  a p p r o a c h  t o  mu l t i  o b j e c t i v e  l i n e a r  

p r o g r a mmi n g  p r o b l e m.       

 S e v e r a l  N L P  p r o b l e m s  c o n s i s t  o f  t h e  f u n c t i o n s ,  wh i c h  a r e  s e p a r a b l e  i n  

n a t u r e .  A  f u n c t i o n  t h a t  c a n  b e  d e c o mp o s e d  a d d i t i v e l y  i n  t e r ms  o f  s i n g l e  v a r i a b l e  

f u n c t i o n  i s  c a l l e d  a  s e p a r a b l e  f u n c t i o n .  T h e  me t h o d s  f o r  t h e  a p p r o x i ma t e  s o l u t i o n  t o  

t h e  s e p a r a b l e  p r o g r a m mi n g  p r o b l e m a r e  f o u n d  i n  t h e  wo r k s  o f  C h a r n e s  a n d  C o o p e r  

[ 1 5 ] ,  M a r k o wi t z  a n d  M a n n e  [ 6 1 ] ,  D a n t z i g  e t  a l .  [ 2 1 ] ,  M i l l e r  [ 6 3 ] ,  F l e u r y  [ 3 3 ] ,  

M e g i d d o  a n d  T a mi r  [ 6 2 ]  e t c .  T h e  t e c h n i q u e  a p p l i e s  t o  p r o b l e ms  i n  wh i c h  a l l  t h e  

n o n - l i n e a r  f u n c t i o n s  a r e  s e p a r a b l e .  T h e  i d e a  i s  t o  c o n s t r u c t  a  c o n s t r a i n e d  

o p t i m i z a t i o n  mo d e l  t h a t  l i n e a r l y  a p p r o x i ma t e s  t h e  o r i g i n a l  p r o b l e m.  T h e  

a p p r o x i ma t i o n s  e n l a r g e  t h e  s i z e  o f  t h e  mo d e l ,  b u t  s i n c e  a  v e r s i o n  o f  t h e  s i mp l e x  

me t h o d  c a n  b e  a p p l i e d  a s  a  s o l u t i o n  t e c h n i q u e ,  t h e  me t h o d  h a s  c o n s i d e r a b l e  

p r a c t i c a l  s i g n i f i c a n c e .  T h e  a p p r o a c h  c a n  b e  u s e d  e q u a l l y  we l l  t o  a p p r o x i ma t e  a  n o n -

l i n e a r  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  a n d  n o n  l i n e a r  c o n s t r a i n t s .  

T h e  p r i n c i p l e  o f  o p t i ma l i t y  e n u n c i a t e d  b y  B e l l ma n  [ 8 ]  p a v e d  t h e  wa y  f o r  t h e  

d e v e l o p me n t  o f  d y n a mi c  p r o g r a m mi n g  t e c h n i q u e ,  wh i c h  h a s  b e e n  a p p l i e d  

s u c c e s s f u l l y  f o r  s o l v i n g  c e r t a i n  s p e c i a l  t y p e s  o f  M P P s .  T h e  p r o b l e ms  i n  w h i c h  

d e c i s i o n s  a r e  t o  b e  ma d e  s e q u e n t i a l l y  a t  d i f f e r e n t  s t a g e s  o f  s o l u t i o n s  a r e  c a l l e d  

m u l t i  s t a g e  d e c i s i o n  p r o b l e ms .  M a n y  m u l t i s t a g e  d e c i s i o n  p r o b l e ms  c a n  b e  

f o r mu l a t e d  a s  M P P .  T h e  d y n a mi c  p r o g r a m mi n g  t e c h n i q u e  i s  a  c o mp u t a t i o n a l  

p r o c e d u r e ,  wh i c h  i s  w e l l  s u i t e d  f o r  s o l v i n g  M P P s .  t h a t  ma y  b e  t r e a t e d  a s  a  

m u l t i s t a g e  d e c i s i o n  p r o b l e m.  T h e  ma i n  h u r d l e  i n  u s i n g  d y n a mi c  p r o g r a m mi n g  

t e c h n i q u e  t o  M P P s  a r i s i n g  i n  p r a c t i c a l  s i t u a t i o n  i s  t h e  "  p r o b l e m o f  

D i me n s i o n a l i t y . "  T h e  c o mp u t a t i o n a l  e f f o r t s  i n v o l v e d  i n c r e a s e  i n c r e d i b l y  f a s t  w i t h  

t h e  i n c r e a s e  i n  t h e  n u mb e r  o f  s t a t e  p a r a me t e r s .  H o we v e r ,  i n  s o me  p r o b l e ms  o f  

s p e c i f i e d  n a t u r e  t h e  p r o b l e m o f  d i me n s i o n a l i t y  c o u l d  b e  h a n d l e d  e f f i c i e n t l y .  T h e  

d y n a mi c  p r o g r a m mi n g  b e c a me  r i c h  a n d  mo r e  a p p l i c a b l e  b y  t h e  c o n t r i b u t i o n s  o f  

s e v e r a l  a u t h o r s  l i k e  B e l l ma n  a n d  D r e y f u s  [ 9 ] ,  W a c h s  [ 8 2 ] ,  L i ,  D .  [ 5 7 ] ,  L i ,  D .  a n d  

H a i me s  [ 5 8 ] ,  L i n ,  [ 5 9 ] ,  O d a n a k a  [ 6 7 ] ,  I r v i n e  a n d  S n i e d o v i c h  [ 4 4 ] .  

L i n e a r  f r a c t i o n a l  p r o g r a m mi n g  p r o b l e ms  w e r e  i n t r o d u c e d  b y  C h a r n e l s ,  A . ,  

C o o p e r ,  W .  W .  [ 1 6 ] .  T h e s e  t y p e s  o f  p r o b l e ms  c o n s i s t  o f  l i n e a r  t y p e  f r a c t i o n a l  

o b j e c t i v e  f u n c t i o n  a n d  l i n e a r  c o n s t r a i n t  s .  O t h e r  a u t h o r s  wh o  c o n t r i b u t e d  t o  t h i s  

f i e l d  we r e  D o r n ,  W .  S .  [ 2 8 ] , S c h n a b e l ,  S .  [ 7 6 ]  a n d  S c h i a b e l , S .  [77]. 

F o r  a  l o n g  t i me  i t  wa s  n o t  k n o wn  w h e t h e r  o r  n o t ,  l i n e a r  p r o g r a ms  b e l o n g e d  t o  

a  n o n -  p o l y n o mi a l  c l a s s  c a l l e d  ʻ h a r d ʼ  ( s u c h  a s  t h e  o n e ,  t h e  t r a v e l l i n g  s a l e s ma n  

b e l o n g s  t o )  o r  t o  a  ʻ e a s y ʼ  p o l y n o mi a l  c l a s s  ( l i k e  t h e  o n e  t h a t  t h e  s h o r t e s t  p a t h  

p r o b l e m b e l o n g s  t o ) .  Klee V. and Minty G. J. [  5 2 ]  c r e a t e d  a n  e x a mp l e  t h a t  s h o we d  t h a t  

t h e  c l a s s i c a l  s i mp l e x  a l g o r i t h m wo u l d  r e q u i r e  a n  e x p o n e n t i a l  n u mb e r  o f  s t e p s  t o  

s o l v e  a  wo r s t  c a s e  l i n e a r  p r o g r a ms  b y  t h e  R u s s i a n  M a t h e ma t i c i a n  K h a n c h i a n g ,  L .  

G . [ 4 9 ] , d e v e l o p e d  a  p o l y n o mi a l  t i me  a l g o r i t h m  f o r  s o l v i n g  l i n e a r  p r o g r a ms .  I t  i s  a n  

i n t e r i o r  me t h o d  u s i n g  e l l i p s o i d  i n s c r i b e d  i n  t h e  f e a s i b l e  r e g i o n .  H e  p r o v e d  t h a t  t h e  

c o mp u t i n g  t i me  i s  g u a r a n t e e d  t o  b e  l e s s  t h a t  a  p o l y n o mi a l  e x p r e s s i o n  i n  t h e  

d i me n s i o n s  o f  t h e  p r o b l e m a n d  t h e  n u mb e r  o f  d i g i t s  o f  i n p u t  d a t a .  A l t h o u g h  

p o l y n o mi a l ,  t h e  b o u n d  h e  e s t a b l i s h e d  t u r n e d  o u t  t o  b e  t o o  h i g h  f o r  h i s  a l g o r i t h m t o  

b e  u s e d  t o  s o l v e  p r a c t i c a l  p r o b l e ms .  

L i n e a r  p r o g r a m mi n g  c a n  b e  a p p l i e d  t o  v a r i o u s  f i e l d s  o f  s t u d y .  M o s t  

e x t e n s i v e l y ,  i t  i s  u s e d  i n  b u s i n e s s  a n d  e c o n o mi c  s i t u a t i o n  a n d  e n g i n e e r i n g  

p r o b l e ms .  S o me  i n d u s t r i e s  t h a t  u s e  l i n e a r  p r o g r a m mi n g  mo d e l s  i n c l u d e  

t r a n s p o r t a t i o n ,  e n e r g y ,  t e l e c o m mu n i c a t i o n ,  p r o d u c t i o n  o r  ma n u f a c t u r i n g  c o mp a n i e s  

a n d  a c c o u n t i n g  D e c i s i o n  ma k i n g .  T o  t h i s  e x t e n t ,  l i n e a r  p r o g r a m m i n g  h a s  p r o v e d  
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u s e f u l  i n  mo d e l i n g  d i v e r s e  t y p e s  o f  p r o b l e ms  i n  p l a n n i n g ,  r o u t i n g ,  s c h e d u l i n g  

a s s i g n me n t  a n d  d e s i g n .  David Charles H. [ 2 7 ] ,  N e a r i n g  E .  D . ,  a n d  T u c k e r  A .  W .  [ 6 5 ] ,  

K o o p ma n s ,  T . C .  a n d  R e t i r e ,  S . [ 5 3 ] , n o t e d  o p e r a t i o n a l  r e s e a r c h  i s  a  ma t h e ma t i c a l  

me t h o d  d e v e l o p e d  t o  s o l v e  p r o b l e ms  r e l a t e d  t o  t a c t i c a l  s t r a t e g i c  o p e r a t i o n s .  I n  t h e  

wo r d  o f  L u c y  T . [ 6 0 ] , a l l o c a t i o n  p r o b l e ms  a r e  c o n c e r n e d  wi t h  t h e  u t i l i z a t i o n  o f  

l i m i t e d  r e s o u r c e s  t o  b e  b e s t  a d v a n t a g e  a n d  l i n e a r  p r o g r a m mi n g  i s  o n e  o f  t h o s e  

t e c h n i q u e s  u s e d  i n  t a c k l i n g  t h i s .  I n  t h e i r  o w n  c o n t r i b u t i o n ,  H i l l i e r  a n d  L i e b e r ma n  

[ 4 0 ]  s t a t e d  t h a t  t h e  d e v e l o p me n t  o f  l i n e a r  p r o g r a m mi n g  wa s  r a n k e d  a mo n g  t h e  mo s t  

i mp o r t a n t  s c i e n t i f i c  a d v a n c e s  o f  t h e  mi d  -2 0 t h  c e n t u r y  d u e  t o  i t s  e x t r a o r d i n a r y  

i mp a c t  s i n c e  1 9 5 0 .  T h e y  f u r t h e r  o p i n e d  t h a t  l i n e a r  p r o g r a m mi n g  i s  a  s t a n d a r d  t o o l  

t h a t  h a s  s a v e d  mi l l i o n s  o f  d o l l a r s  f o r  mo s t  c o mp a n i e s  a n d  b u s i n e s s  i n  t h e  v a r i o u s  

i n d u s t r i a l i z e d  c o u n t r i e s  o f  t h e  wo r l d .  

T h e r e  a r e  d i v e r s e  o p i n i o n s  o n  t h e  a p p l i c a b i l i t y  o f  t h e  l i n e a r  p r o g r a m mi n g  

t e c h n i q u e  t o  d i f f e r e n t  ma n a g e me n t  d e c i s i o n - ma k i n g  p r o c e s s .  T h e s e  o p i n i o n s  

d e v e l o p e d  o v e r  a  l o n g  p e r i o d  o f  t i me  f o l l o wi n g  c o n t i n u o u s  i mp r o v e me n t  o n  t h e  

a p p l i c a t i o n  o f  t h e  t e c h n i q u e  i n  s o l v i n g  p r a c t i c a l  b u s i n e s s  p r o b l e m s .  M o s t  l i t e r a t u r e  

i n  e c o n o mi c  d e v e l o p me n t  s u p p o r t s  t h e  v i e w  t h a t  l i n e a r  p r o g r a m m i n g  i s  a  p r a c t i c a l  

t o o l  o f  a n a l y s i s  i n  a l l o c a t i n g  s c a r c e  r e s o u r c e s  t o  t h e i r  o p t i ma l  u s e  a n d  i s  o f  v i t a l  

i mp o r t a n c e  t o  t h e  e c o n o mi c s  o f  u n d e r d e v e l o p e d  c o u n t r i e s .  D a n z i g ,  G .  B .  [ 2 4 ]  

d e v e l o p e d  a  p o we r f u l  t o o l  k n o wn  a s  s i mp l e x  me t h o d  t o  s o l v e  l i n e a r  p r o g r a m mi n g  

p r o b l e ms  a n d  s u g g e s t e d  t h i s  a p p r o a c h  f o r  s o l v i n g  b u s i n e s s  a n d  i n d u s t r i a l  p r o b l e ms .  

I n  a n  a l l o c a t i o n  p r o b l e m,  wh e r e  t h e r e  a r e  a  n u mb e r  o f  a c t i v i t i e s  t o  b e  p e r fo r me d ,  

a l t e r n a t i v e s  wa y s  o f  d o i n g  t h e m a n d  l i m i t e d  r e s o u r c e s  o r  f a c i l i t i e s  f o r  p e r f o r mi n g  

e a c h  a c t i v i t y  i n  t h e  m o s t  e f f e c t i v e  wa y ,  t h e  ma n a g e me n t  i s  f a c e d  w i t h  t h e  p r o b l e m  

o f  h o w b e s t  t o  c o mb i n e  t h e s e  a c t i v i t i e s  a n d  r e s o u r c e s  i n  a n  o p t i m a l  ma n n e r  s o  t h a t  

t h e  o v e r a l l  e f f i c i e n c y  i s  ma x i mi z e d .  A c c o r d i n g  t o  C h a r n e s ,  A . ,  C o o p e r ,  W . W .  a n d  

H e n d e r s o n  [ 1 7 ] , k n o w n  a s  o p t i m i z a t i o n  p r o b l e m a n d  i s  a p p r o a c h e d  u s i n g  

ma t h e ma t i c a l  p r o g r a m m i n g .  D o wi n g  E .  T .  [ 2 9 ] , a d v o c a t e s  t h a t  t h e  l a g r a n g i a n  

me t h o d  s h o u l d  b e  u s e d  f o r  a n y  o p t i m i z a t i o n  s u b j e c t  t o  a  s i n g l e  i n e q u a l i t y  

c o n s t r a i n t ,  t h e  g r a p h i c  a p p r o a c h  f o r  o p t i m i z a t i o n  s u b j e c t  t o  o n l y  t wo  c o n s t r a i n t s ,  

a n d  t h e  l i n e a r  p r o g r a m m i n g  mo d e l  f o r  o p t i m i z a t i o n  s u b j e c t  t o  ma n y  i n e q u a l i t y  

c o n s t r a i n t  a n d  D wi v e d i ,  D .  [ 3 2 ] , p o s i t  t h a t  l i n e a r  p r o g r a m mi n g  i s  o f  g r e a t  u s e  i n  

ma k i n g  b u s i n e s s  d e c i s i o n  b e c a u s e  i t  h e l p s  i n  me a s u r i n g  c o mp l e x  e c o n o mi c  r e l a t i o n s  

a n d  t h e r e b y ,  p r o v i d e s  a n  o p t i mu m s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m o f  r e s o u r c e  a l l o c a t i o n .  

 

A p p l i c a t i o n s  o f  M a t h e ma t i c a l  P r o g r a m m i n g  

 T h e  e a r l y  a p p l i c a t i o n s  o f  ma t h e ma t i c a l  p r o g r a m mi n g  ( M P )  we r e  c o n c e r n e d  

w i t h  mi l i t a r y  p l a n n i n g  a n d  c o o r d i n a t i o n  a mo n g  v a r i o u s  p r o j e c t s  a n d  t h e  e f f i c i e n t  

u t i l i z a t i o n  o f  s c a r c e  r e s o u r c e s .  D u r i n g  t h e  l a s t  f i v e  d e c a d e s  M P  t e c h n i q u e s  a r e  

a p p l i e d  s u c c e s s f u l l y  t o  a l mo s t  e v e r y  s p h e r e  o f  h u ma n  a c t i v i t y ,  s u c h  a s  i n d u s t r i e s ,  

a g r i c u l t u r e ,  e n g i n e e r i n g  a n d  s c i e n t i f i c  r e s e a r c h  e t c .  

  A n  i mp o r t a n t  a p p l i c a t i o n  o f  M P  t e c h n i q u e s  i s  s e e n  i n  v a r i o u s  

s t a t i s t i c a l  p r o b l e ms .  T h e  n e e d  o f  u s i n g  t h e s e  t e c h n i q u e s  i n  o p t i m i z a t i o n  p r o b l e m s  

a r i s i n g  i n  s t a t i s t i c s  i s  e x c e l l e n t l y  d e s c r i b e d  b y  P r o f .  C . R .  R a o  i n  A r t h a n a r i  a n d  

D o d g e  [ 4 ] ,  w h i c h  i s  r e p r o d u c e d  h e r e :  “A l l  s t a t i s t i c a l  p r o c e d u r e s  a r e ,  i n  t h e  

u l t i m a t e  a n a l y s i s ,  s o l u t i o n s  t o  s u i t a b l y  f o r m u l a t e d  o p t i m i z a t i o n  p r o b l e m s  

" m a t h e m a t i c a l  p r o g r a m m i n g  p r o b l e m s " .  W h e t h e r  i t  i s  d e s i g n i n g  a  s p e c i f i c  

e x p e r i me n t ,  o r  p l a n n i n g  a  l a r g e  s c a l e  s u r v e y  f o r  c o l l e c t i o n  o f  d a t a ,  o r  c h o o s i n g  a  

s t o c h a s t i c  mo d e l  t o  c h a r a c t e r i z e  o b s e r v e d  d a t a ,  o r  d r a wi n g  i n f e r e n c e  f r o m a v a i l a b l e  

d a t a ,  s u c h  a s  e s t i ma t i o n ,  t e s t i n g  o f  h y p o t h e s i s  a n d  d e c i s i o n  m a k i n g ,  o n e  h a s  t o  

c h o o s e  a n  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  a n d  mi n i m i z e  o r  ma x i mi z e  i t  s u b j e c t  t o  g i v e n  

c o n s t r a i n t s  o r  u n k n o w n  p a r a me t e r s  a n d  i n p u t s  s u c h  a s  t h e  c o s t  i n v o l v e d .  T h e  

c l a s s i c a l  o p t i m i z a t i o n  me t h o d s  b a s e d  o n  d i f f e r e n t i a l  c a l c u l u s  a r e  t o o  r e s t r i c t i v e ,  

a n d  a r e  e i t h e r  i n a p p l i c a b l e  o r  d i f f i c u l t  t o  a p p l y  i n  ma n y  s i t u a t i o n s  t h a t  a r i s e  i n  

s t a t i s t i c a l  wo r k .  T h i s ,  t o g e t h e r  w i t h  t h e  l a c k  o f  s u i t a b l e  n u me r i c a l  a l g o r i t h ms  f o r  

s o l v i n g  o p t i m i z i n g  e q u a t i o n s ,  h a s  p l a c e d  s e v e r e  l i m i t a t i o n s  o n  t h e  c h o i c e  o f  

o b j e c t i v e  f u n c t i o n s  a n d  c o n s t r a i n t s  a n d  l e d  t o  t h e  d e v e l o p me n t  a n d  u s e  o f  s o me  

i n e f f i c i e n t  s t a t i s t i c a l  p r o c e d u r e s .  A t t e mp t s  h a v e  t h e r e f o r e  b e e n  ma d e  d u r i n g  t h e  

l a s t  t h r e e  d e c a d e s  t o  f i n d  o t h e r  o p t i m i z a t i o n  t e c h n i q u e s  t h a t  h a v e  wi d e r  

a p p l i c a b i l i t y  a n d  c a n  b e  e a s i l y  i mp l e me n t e d  wi t h  t h e  a v a i l a b l e  c o mp u t i n g  p o we r .  
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O n e  s u c h  t e c h n i q u e  t h a t  h a s  t h e  p o t e n t i a l  f o r  i n c r e a s i n g  t h e  s c o p e  f o r  a p p l i c a t i o n  o f  

e f f i c i e n t  s t a t i s t i c a l  me t h o d o l o g y  i s  M P .  

T h e  f u n d a me n t a l  p a p e r  b y  C h a r n e s  e t  a l . [ 1 4 ]  i n t r o d u c e d  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  

M P  t e c h n i q u e  t o  s t a t i s t i c s .  I n  l i n e a r  r e g r e s s i o n  t h e y  c h o o s e  a n  a p p r o a c h  t o  

m i n i mi z e  t h e  s u m t h e  a b s o l u t e  d e v i a t i o n s  ( M I N A D )  wh i c h  i s  a n  a l t e r n a t i v e  t o  t h e  

l e a s t  s q u a r e  a p p r o a c h  a n d  f o r mu l a t e d  t h e  M I N A D  p r o b l e m a s  a n  L P P .  A n  e f f i c i e n t  

mo d i f i c a t i o n  o f  t h e  s i mp l e x  me t h o d  i n t r o d u c e d  b y  B a r r o d a t e  a n d  R o b e r t s  [ 6 ]  

i n c r e a s e d  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  u s i n g  M I N A D  r e g r e s s i o n  a s  a n  a l t e r n a t i v e  t o  c l a s s i c a l  

r e g r e s s i o n .  

S o me  o t h e r  a p p l i c a t i o n s  o f  M P  t e c h n i q u e s  t o  p r o b l e ms  a r i s i n g  i n  s t a t i s t i c a l  

a n a l y s i s  a r e  f o u n d  i n  C l u s t e r  a n a l y s i s ,  c o n s t r u c t i o n  o f  B I B D  a n d  o t h e r  d e s i g n s ,  

R e l i a b i l i t y  a n d  Q u a l i t y  c o n t r o l .  

M a t h e ma t i c a l  p r o g r a mmi n g  mo d e l s  a n d  t e c h n i q u e s  a r e  s o  wi d e l y  u s e d  t o  a  

v a r i e t y  o f  d i s c i p l i n e s  e me r g i n g  f r o m a l mo s t  e v e r y  b r a n c h  o f  s c i e n c e ,  i n d u s t r y ,  

a g r i c u l t u r e ,  e n g i n e e r i n g ,  ma n a g e me n t ,  p l a n n i n g ,  s o c i a l  a n d  e c o n o mi c  p r o b l e ms ,  

me d i c a l  s c i e n c e ,  b u s i n e s s ,  m i l i t a r y ,  s t a t i s t i c a l  a n a l y s i s  e t c . ,  t h a t  i t  i s  d i f f i c u l t  t o  

p r o v i d e  a  c o mp l e t e  l i s t  o f  a l l  a p p l i c a t i o n s  o f  M P  t e c h n i q u e s .   
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