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Abstract 

The boundary value problems that deal with the piecewise continuous solution of an elliptic system that 

satisfies a certain jump condition on the curves for a given closed curve or a set of finite non-

intersecting curves are Riemann boundary value problems. 

In the first part of this study, the literature summary on the Riemann boundary value problem, the 

Riemann boundary value problem for the half plane and the Riemann boundary value problem for the 

half plane in the weighted spaces are given. In the second chapter, the Riemann boundary value 

problem for the half-plane in the weighted spaces is established, in the third chapter, Lemmas, which 

are the results obtained for the solution of the problem, are given together with their proofs, and finally, 

in the fourth chapter, two theorems and their proofs that indicate the necessary and sufficient conditions 

for the solution of the problem are given. 
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Analitik Fonksiyonların Ağırlıklı Uzaylarda Yarı Düzlem 

İçin Riemann Sınır Değer Probleminin İncelenmesi 
 

  

Özet 

Belirli bir kapalı eğri veya sonlu kesişmeyen kapalı eğriler kümesi için, eğriler üzerinde belirli bir 

sıçrama koşulunu sağlayan bir eliptik sistemin parçalı sürekli çözümü ile ilgilenilen sınır değer 

problemleri Riemann sınır değer problemleridir.  

Bu çalışmanın birinci bölümünde  Riemann sınır değer problemi, yarı düzlem için Riemann sınır değer 

problemi ve ağırlıklı uzaylarda yarı düzlem için Riemann sınır değer problemine ilişkin literatür özeti 

verilmiştir. İkinci bölümde ağırlıklı uzaylarda yarı düzlem için Riemann sınır değer problemi kurulmuş, 

üçüncü bölümde problemin çözümüne ilişkin elde edilen sonuçlar niteliği taşıyan Lemmalar 

ispatlarıyla birlikte verilmiş ve son olarak dördüncü bölümde problemin çözümü için gerek ve yeter 

koşulları belirten iki teoreme ve ispatlarına yer verilmiştir. 

 

Anahtar kelimeler: Riemann sınır değer problemi, yarı düzlem için Riemann sınır değer problemi, 

ağırlıklı uzaylarda yarı düzlem için Riemann sınır değer problemi 

 

 

1. Giriş 

Sınır koşulları adı verilen koşullar altında kurulan bir diferansiyel denklemin çözümüne sınır değer 

problemi denilmektedir (Gakhov, 2014). On dokuzuncu yüzyılın sonlarına doğru, özellikle Rus bilim 
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adamları tarafından ilgi görmüş olan bu problemler günümüzde de çalışılmaya devam etmektedir 

(Vasilyev, 2018). 

Belirli bir kapalı eğri veya sonlu kesişmeyen kapalı eğriler kümesi için, eğriler üzerinde belirli bir 

sıçrama koşulunu sağlayan bir eliptik sistemin parçalı sürekli çözümü ile ilgilenilen bu problem klasik 

sınır değer problemlerinden biridir ve Riemann sınır değer problemleri olarak anılmaktadır. Sınırlı bir 

bölgede tanımlı analitik fonksiyon problemleri ile ilgili ilk çalışma Riemann’a (1857) 

dayandırılmaktadır (Brezis, 2003). Bu ilk çalışmada Hilbert (1904) Dirichlet probleminin çözümünü 

vermiştir. Konunun uygulamaları arasında lineer olmayan Poisson denklemleri, iki nokta sınır değer 

problemleri ve Laplace denklemlerinin çözümü yer almıştır (Görmüş, 2008).  

Bu çalışmada analitik fonksiyonların yarı düzlem için Riemann sınır değer problemleri açıklanmıştır. 

İzleyen paragraflarda sırasıyla Riemann sınır değer problemleri ve yarı düzlem için Riemann sınır 

değer problemleri ile ilgili yapılan çalışmalar özetlenmiştir. 

Gakhov (2014), ilk basım yılı 1966 olan kitabında sınır değer problemlerini, çeşitlerini, gerekli 

teoremleri ve ispatlarını, problemlerin çözüm ve uygulamalarına yer vererek açıklamıştır. Begehr ve 

Hile (1982), kuasilineer eliptik sistemler için doğrusal olmayan Riemann-Hilbert sınır değer problemini 

çözmek üzere Newton ve gömme yöntemlerinin bir kombinasyonu ile doğrusal olmayan problemleri 

doğrusal problemlere indirgemiştir. Du ve Wang (2005) polianalitik fonksiyonların Riemann sınır 

değer problemleri ve kapalı eğri üzerindeki metaanalitik fonksiyonları incelemiştir. Gürlebeck ve 

Zhang (2009) fonksiyonların bir 𝐶𝑙(𝑉3,3) Clifford cebrinde 𝑅𝑚(𝑚 > 0) Riemann sınır değer 

problemlerini incelemiş ve büyüme davranışı tahminlerini k-monojenik fonksiyonlar için seri açılımları 

ile birleştirerek harmonik ve biharmonik fonksiyonlar için genelleştirilmiş Liouville teoremini 

ispatlamıştır. Blaya vd. (2011), özellikle sınırdaki sıçrama davranışını göz önüne alarak, sınırın çok 

zayıf olduğu koşullarda Riemann sınır değer probleminin çözümü için düzeltilemeyen eğriler üzerinden 

eğrisel Cauchy integralini hesaplamıştır. 

Alekna (1973) yarı düzlem için homojen Riemann sınır değer problemini incelemiştir. Nakhmein ve 

Nuller (1982), analitik fonksiyonlar teorisinin temel sınır problemleri olan, keyfi konturların eğik bir 

kafesi üzerindeki Riemann problemi, yarı düzlem için Hubert ve karma (mixed) problemlerini ve bir 

çizgi üzerinde periyodik yarıklar sistemi olan bir düzlem için Dirichlet problemini, translasyonel 

simetriye sahip belirli kontur sistemleri üzerinde ele alarak incelemiştir. Yine Nakhmein ve Nuller 

(1986), kısmen tam kaplinli ve kısmen kayma ile temas halinde olan bir damga (veya pul) ile temas 

halindeki elastik yarı düzlem problemlerini dikkate almış, problemleri, birleşik Dirichlet-Riemann sınır 

değer problemine indirgemiş ve genel quadratik bir çözüm elde etmiştir. Xu ve Zhou (1993) 

çalışmalarında, üst yarı düzlemdeki monojenik fonksiyonlar için Riemann-Hilbert tipi sınır değer 

problemlerini hem klasik anlamda hem de L
p
 anlamında incelemiş ve çözümlerin açık formüllerini elde 

etmiştir. Begehr ve Obolashvili (1994) bir Beltrami denkleminin yarı düzlem için Riemann sınır değer 

problemlerinin çözümünü vermiştir. Ming-hua (2006) analitik fonksiyonlar için ters Riemann-Hilbert 

sınır değer problemlerinin bir sınıfı için genel matematiksel formülleri vermiştir. Gaertner (2006) üst 

yarı düzlemde basit karmaşık sınır değer problemlerini incelemiştir. Sheng-yong (2011), yarı düzlemde 

analitik fonksiyonlar için ters Riemann-Hilbert sınır değer problemleri sınıfının matematiksel 

formülasyonunu vermiş, bu problemlerin klasik teorisine dayanarak, normal ve normal olmayan 

durumların ters sınır değer problemlerinin çözülebilirliğini tartışmış, ayrıca çözüm koşulları ve 

gösterimlerini vermiştir. Galybin (2018) kitabında, gerilme ve yer değiştirme yönelimlerine göre ortaya 

çıkan elastik yarı düzlemler için sınır değer problemlerinin çözümlerinden bahsetmiştir. Hu vd. (2018), 

genelleştirilmiş 4 × 4 matrisli Ablowitz-Kaup-Newell-Segur-tipi Lax çifti ile izotropik bir ortamda 

polarize optik dalgaların yayılmasını tanımlayan, bütünleştirilebilir tutarlı bir şekilde bağlanmış 

doğrusal olmayan bir Schrödinger sistemini incelenmiş, karşılık gelen başlangıç sınır değeri problemi, 

karmaşık düzlemde bir matris Riemann-Hilbert problemine indirgenmiş ve ayrıca ilişkili spektral 

fonksiyonların birbirine bağlı olduğunu ve global bir ilişki sağladığını göstermiştir. Hayrapetyan ve 

Aghekyan (2019a) çalışmalarında, ağırlıklı fonksiyonlar sınıfında yarı düzlem için Riemann sınır değer 

probleminin çözümüne ilişkin yöntemler incelemiştir. Yine Hayrapetyan ve Aghekyan (2019b), p(x) 

ağırlığına göre sürekli olan C(p) fonksiyonlar sınıfında yarı düzlem için Riemann sınır değer 

problemini incelemiş, problemin çözümü için gerek ve yeter koşulları oluşturmuş ve çözümleri açık 

biçimde göstermiştir. Bikchantaev (2020), karakteristik denklem kökleri hakkında çeşitli varsayımlar 

altında yarı düzlemde sabit katsayılı ikinci dereceden doğrusal kısmi diferansiyel denklem için 

periyodik sınır değer problemlerini incelemiş, bu köklerin sanal kısımları aynı işarete sahipse Hilbert 

tipi bir sınır değer problemi ve zıt işaretlere sahiplerse Dirichlet tipi bir problemi düşünmüş, gerekli ve 
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yeterli çözülebilirlik koşulları elde etmiş, bu problemlerin çözümü için açık formüller vermiş ve 

bunlara karşılık gelen homojen problemlerin çözüm sayısını elde etmiştir. 

 

2. Analitik Fonksiyonların Ağırlıklı Uzaylarda Yarı Düzlem İçin Riemann Sınır Değer Problemi 

 

𝛱+ = {𝑥 + 𝑖𝑦, 𝑦 > 0} ve 𝛱− = {𝑥 + 𝑖𝑦, 𝑦 < 0} sırasıyla üst ve alt yarı düzlemler olmak üzere A, 

𝛱+ ∪ 𝛱− düzleminde analitik ɸ fonksiyonlarının bir sınıfı olsun ve aşağıdaki koşulları sağlasın. 

|ɸ(𝑧)| ≤ 𝐶|𝑧|𝑚 , |𝐼𝑚𝑧| ≥ 𝑦0 > 0 

Burada, m bir doğal sayıdır ve 𝐶 de muhtemelen 𝑦0’a bağlı bir sabittir. 

𝑓(+∞) = 𝑓(−∞) ≠ 0 olmak üzere 𝐶̅(−∞; +∞), reel eksende sürekli olan 𝑓(𝑥) fonksiyonlarının 

𝑓(+∞) ve 𝑓(−∞) ile sınırlı bir sınıfı olsun. 

𝛿𝜖(
1

2
, 1] ve 𝑥1, 𝑥2 > 𝐶 > 0 için 𝐶̅𝛿(−∞; +∞), 𝑓 ∈ 𝐶̅(−∞; +∞)’i göstermek üzere aşağıdaki eşitsizlik 

yazılır 

|𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)| ≤ 𝑀 |
1

𝑥1
−

1

𝑥2
|

𝛿

. 

𝐶̅(𝑝) gerçel eksende sürekli f fonksiyonlarının bir sınıfıdır ve aşağıdaki formülle ifade edilmektedir. 

𝑓(𝑥)𝑝(𝑥) ∈ 𝐶̅(−∞; +∞) ve ‖𝑓‖�̅�(𝑝) = max𝑥∈(−∞,+∞)|𝑓(𝑥)𝑝(𝑥)| 

Burada,  𝑥𝑘 ∈ (−∞, +∞) gerçel sayılar ve {𝑎𝑘}1
∞ ve {𝑥𝑘}1

∞ dizileri belirli koşulları sağlayan diziler 

olmak üzere, 𝑝(𝑥) aşağıdaki gibi gösterilmektedir 

𝑝(𝑥) = ∏ |
𝑥−𝑥𝑘

𝑥+𝑖
|

𝛼𝑘
∞
𝑘=1  ,     0 < 𝛼𝑘 < 1.                                                            (1) 

Bu aşamada Riemann sınır değer problemini yazabiliriz 

ɸ+(𝑥) − 𝑎(𝑥)ɸ−(𝑥) = 𝑓(𝑥). 

Burada ɸ±(𝑧), 𝐿𝑝(𝑝), 𝑝 ∈ (1, ∞), 𝑝(𝑥) = ∏ |𝑥𝑘 − 𝑥|𝛼𝑘𝑁
𝑘=1  ağırlıklı uzaylarında tanımlı 𝛱± 

bölgelerinde analitik olan fonksiyonları temsil etmektedir (Khvedelidze, 1956; Khevedelidze, 1970; 

Khevedelidze, 1975; Simonenko, 1959; Simonenko, 1964; Tovmasyan, 1994; Tovmasyan ve Babayan, 

2007; Saldatov, 1991; Saldatov, 1993; Kazarian, 1987; Kazarian vd., 1997; Hatrapetyan, 2001; 

Hayrapetyan ve Babayan, 2001; Hayrapetyan ve Meliksetyan, 2003; Hayrapetyan, 2004).  

Ağırlık fonksiyonu aşağıdaki biçimde olursa sınır değer problemi birim daire ile sınırlanmıştır 

𝑝(𝑡) = ∏ |𝑡𝑘 − 𝑡|𝛼𝑘∞
𝑘=1  ,     0 < 𝛼𝑘 < 1, |𝑡𝑘| = 1. 

Bu problemde arg 𝑡𝑘 ↓ 0 durumu 𝐿1(𝑝) uzayında aşağıdaki eşitlik için araştırılmıştır (Hayrapetyan, 

2018) 

lim𝑟→1−0‖𝜑+(𝑟𝑡) − 𝑎(𝑡)𝜑−(𝑟−1𝑡) − 𝑓(𝑡)‖𝐿1(𝑝) = 0. 

Burada, 𝜑−(∞) = 0 olmak üzere, 𝜑±(𝑧) fonksiyonları, 𝐷+ = {𝑧: 𝑧 < 1} ve 𝐷− = {𝑧: 𝑧 > 1} 

bölgelerinde analitiktir. Hayrapetyan (2018), 𝑡𝑘, 𝑘 = 1, 2, … ve (𝛼𝑘)1
∞ koşulları için Riemann homojen 

probleminin 𝐿1(𝑝)’de sonsuz sayıda doğrusal bağımsız çözüme sahip olduğunu ve genel çözümü açık 

bir şekilde belirtmiştir. Ağırlık fonksiyonunun sınırda sonsuz sayıda sıfır değeri alması durumunda 

ağırlıklı uzaylar için Riemann sınır değer problemini araştırmak için önce ɸ ∈ 𝐴 analitik fonksiyonu 

için 𝛼𝑘 keyfi gerçel sayılar ve 𝑥𝑘 dizisi 𝑥𝑘 ∈ (−∞, +∞) olmak üzere, ağırlıklı uzaylar için Riemann 

sınır değeri problemini aşağıdaki gibi yazılmaktadır.  
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Problem R: 𝑓 ∈ 𝐶̅(𝑝) olsun. Bu durumda 𝛱+ ∪ 𝛱− düzleminde analitik olan bir fonksiyon aşağıdaki 

gibi bulunur 

lim𝑦→+0‖ɸ+(𝑥 + 𝑖𝑦) − 𝑎(𝑥)ɸ−(𝑥 − 𝑖𝑦) − 𝑓(𝑥)‖�̅�(𝑝) = 0. 

Burada, 𝑝(𝑥) Eşitlik (1) olarak tanımlanan ifade, 𝑎(𝑥) ∈ 𝐶̅𝛿(−∞; +∞), 𝑎(𝑥) ≠ 0 ve  

|𝑥| > 𝐶 > 0’da |𝑎(𝑥) − 𝑎(∞)| < 𝐶|𝑥|−𝛿. 

Böylece, 𝑎(𝑥) katsayı indeksi 1’den büyük olduğunda homojen problemin doğrusal olarak bağımsız 

tek çözüme sahip olduğu ve aksi halde çözümü olmadığı gösterilmiştir (Hayrapetyan ve Aghekyan, 

2019a). Ayrıca, homojen olmayan problemin çözümüne ulaşmak için gerekli koşulları da 

belirlenmiştir. Hayrapetyan ve Aghekyan (2019b)’in bu probleme ilişkin elde ettiği sonuçlar aşağıdaki 

gibi sıralanabilir. 

3. Sonuçlar 

𝜅 = 𝑖𝑛𝑑𝑎(𝑡), 𝑡 ∈ (−∞, +∞) olsun. 𝑎1(𝑡) = (
𝑡+𝑖

𝑡−𝑖
)

𝜅

𝑎(𝑡) ve 𝑖𝑛𝑑𝑎1(𝑡) = 0 olmak üzere, (2) eşitlikleri 

aşağıdaki gibi yazılır 

𝑆+(𝑧) = 𝑒𝑥𝑝 {
1

2𝜋𝑖
∫

𝑙𝑛𝑎1(𝑡)𝑑𝑡

𝑡−𝑧

+∞

−∞
} , 𝑧 ∈ 𝛱+,

𝑆−(𝑧) = (
𝑧+𝑖

𝑧−𝑖
)

𝜅

𝑒𝑥𝑝 {
1

2𝜋𝑖
∫

𝑙𝑛𝑎1(𝑡)𝑑𝑡

𝑡−𝑧

+∞

−∞
} , 𝑧 ∈ 𝛱−.

                                               (2) 

Burada iki durum söz konusudur. 

Durum 1: {𝑥𝑘}1
∞ dizisi sonlu bir 𝑥0 limitine sahip olduğunda, 

∑ 𝛼𝑘
∞
𝑘=1 < ∞. 

Lemma 1. {𝑥𝑘}1
∞ dizisi bazı 𝑐 > 0 sabitleri için aşağıdaki koşulları sağlasın. 

∑ 𝛼𝑘
∞
𝑘=1 𝑙𝑛|𝑥0 − 𝑥𝑘| > −∞,                                                                       (3) 

|𝑥𝑘 − 𝑥𝑗| > 𝑐|𝑥𝑘 − 𝑥0|, 𝑗 ≠ 𝑘.                                                                   (4) 

Bu aşamada aşağıdaki eşitsizlik yazılır 

𝑖𝑛𝑓𝑝𝑚 = 𝑝0 > 0,   𝑚 = 1, 2, … . 

Burada  

𝑝𝑚 = ∏ |
𝑥𝑚−𝑥𝑘

𝑥𝑚+𝑖
|

𝛼𝑘
∞
𝑘≠𝑚 . 

 

İspat. Eşitlik (4) koşulunu kullanarak aşağıdaki ifadeler yazılır 

|
𝑥𝑗−𝑥𝑘

𝑥𝑗+𝑖
|

𝛼𝑘

> 𝑐𝛼𝑘 |
𝑥0−𝑥𝑘

𝑥𝑗+𝑖
|

𝛼𝑘

, 

∏ |
𝑥𝑗−𝑥𝑘

𝑥𝑗+𝑖
|

𝛼𝑘
∞
𝑘≠𝑗 > ∏ 𝑐𝛼𝑘∞

𝑘=1 ∏ |
𝑥0−𝑥𝑘

𝑥𝑗+𝑖
|

𝛼𝑘
∞
𝑘≠𝑗 . 

Eşitlik (3) ile verilen koşula göre 𝑖𝑛𝑓𝑝𝑚 = 𝛿 > 0, 𝑚 = 1, 2, … olacak şekilde bir 𝛿 > 0 vardır. 

Durum 2: {𝑥𝑘}1
∞ dizisinin limiti sonsuz olduğunda ise, 

∑ 𝛼𝑘
∞
𝑘=1 𝑙𝑛|𝑥𝑘| < ∞. 
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Lemma 2. {𝑥𝑘}1
∞ dizisi bazı 𝑐 > 0 sabitleri için aşağıdaki koşulu sağlasın 

|𝑥𝑘 − 𝑥𝑗| > 𝑐𝑥𝑗,   𝑗 ≠ 𝑘 .                                                                 (5) 

Bu durumda, 

𝑖𝑛𝑓𝑝𝑚 = 𝑝0 > 0,   𝑚 = 1, 2, … . 

İspat. 𝑐 > 0 sabiti k ve j’den bağımsız olmak üzere, |𝑥𝑘 − 𝑥𝑗| > 𝑐|𝑥𝑘|, 𝑗 ≠ 𝑘 için 

∏ |
𝑥𝑗 − 𝑥𝑘

𝑥𝑗 + 𝑖
|

𝛼𝑘∞

𝑘≠𝑗

> ∏ 𝑐𝛼𝑘

∞

𝑘=1

∏ |
𝑥𝑗

𝑥𝑗 + 𝑖
|

𝛼𝑘∞

𝑘≠𝑗

> 𝐶 > 0. 

Böylece,  𝑖𝑛𝑓𝑝𝑚 = 𝑝0 > 0,   𝑚 = 1, 2, … olduğu görülmektedir ve aşağıdaki eşitlikler yazılabilir 

𝛿𝑘(𝑥) = ∏ |
𝑥−𝑥𝑗

𝑥+𝑖
|

𝛼𝑗
∞
𝑗≠𝑘  ve 

𝛿𝑥 = 𝛿𝑘+1(𝑥) − 𝛿𝑘(𝑥),     𝑥 ∈ [𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1). 

Lemma 3. 𝛿(𝑥𝑘
′ )=0 olacak şekilde 𝑥𝑘

′ ∈ [𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1), 𝑘 = 1,2, … vardır. 

İspat.  

𝛿𝑘+1(𝑥) − 𝛿𝑘(𝑥) = ∏ |
𝑥𝑗 − 𝑥

𝑥 + 𝑖
|

𝛼𝑗
∞

𝑗≠𝑘+1

− ∏ |
𝑥𝑗 − 𝑥

𝑥 + 𝑖
|

𝛼𝑗
∞

𝑗≠𝑘

= ∏ |
𝑥𝑗 − 𝑥

𝑥 + 𝑖
|

𝛼𝑗
∞

𝑗≠𝑘,𝑘+1

. ||
𝑥𝑘 − 𝑥

𝑥 + 𝑖
|

𝛼𝑘

− |
𝑥𝑘+1 − 𝑥

𝑥 + 𝑖
|

𝛼𝑘+1

|. 

Burada, aşağıdaki ifadeleri sağlayacak biçimde 𝑐1, 𝑐2 > 0 seçilir 

𝛿(𝑥𝑘+1 − 𝑐1) = |−𝑐1|𝛼𝑘+1 − |𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘 − 𝑐1|𝛼𝑘 < 0 ve 

𝛿(𝑥𝑘 + 𝑐2) = |𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1 − 𝑐2|𝛼𝑘 − |𝑐2|𝛼𝑘 > 0. 

𝛿(𝑥) sürekli olduğundan 𝛿(𝑥) = 0 denkleminin bir (tek) çözümü vardır. Bu noktalar 𝑥𝑘
′  ile 

gösterildiğinde Lemma 3 ispatlanmış olur. 

𝑋1 = (−∞, 𝑥1
′  ) ve 𝑋𝑘 = [𝑥𝑘−1

′ , 𝑥1
′ , 𝑘 = 2, 3, … olsun. Buradan, 𝑋𝑘 ∩ 𝑋𝑘+1 = ∅, 𝑘 = 1, 2, 3, … olduğu 

açıktır. 

Lemma 4. {𝑥𝑘}1
∞ dizisi (3), (4) veya (5) koşullarından birini sağlasın. O zaman 𝑘 = 1, 2, … için 

aşağıdaki koşulu sağlayan bir 𝛿 > 0 vardır 

𝑖𝑛𝑓𝑥∈𝑋𝑘
𝛿𝑘(𝑥) > 𝛿 > 0. 

İspat. 𝑥 ∈ (𝑥𝑘−1
′ , 𝑥𝑘) olsun. O zaman 𝑗 > 𝑘 + 1 için |𝑥𝑗 − 𝑥| ≥ |𝑥𝑗 − 𝑥𝑘| ve eğer 𝑗 < 𝑘 ise |𝑥𝑗 − 𝑥| >

|𝑥𝑗 − 𝑥𝑘−1| olur. Lemma 1 ve 2 kullanılarak aşağıdaki ifadeler elde edilir 

∏ |
𝑥𝑗−𝑥

𝑥+𝑖
|

𝛼𝑗

𝑗≥𝑘+1 > ∏ |
𝑥𝑗−𝑥𝑘

𝑥𝑘+𝑖
|

𝛼𝑗

𝑗≥𝑘+1 > 𝛿 > 0 ve 

∏ |
𝑥𝑗−𝑥

𝑥+𝑖
|

𝛼𝑗

𝑗<𝑘 > ∏ |
𝑥𝑗−𝑥𝑘−1

𝑥𝑘+𝑖
|

𝛼𝑗

𝑗<𝑘 > 𝛿. 

Dolayısıyla, 𝛿𝑘(𝑥) ≥ 𝛿2, 𝑥 ∈ (𝑥𝑘−1
′ , 𝑥𝑘) olur. 

Şimdi ise 𝑥 ∈ ( 𝑥𝑘, 𝑥𝑘
′ ) olsun. O halde, 𝑗 < 𝑘 iken |𝑥𝑗 − 𝑥| > |𝑥𝑗 − 𝑥𝑘| ve 
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∏ |
𝑥𝑗 − 𝑥

𝑥 + 𝑖
|

𝛼𝑗
𝑘−1

𝑗=1

≥ ∏ |
𝑥𝑗 − 𝑥𝑘

𝑥𝑘+1 + 𝑖
|

𝛼𝑗
𝑘−1

𝑗=1

> 𝛿 

olur. 𝑗 ≥ 𝑘 + 1 için ise |𝑥𝑗 − 𝑥| ≥ |𝑥𝑗 − 𝑥𝑘+1| ve 

∏ |
𝑥𝑗 − 𝑥

𝑥 + 𝑖
|

𝛼𝑗

𝑗>𝑘

> ∏ |
𝑥𝑗 − 𝑥𝑘+1

𝑥𝑘+1 + 𝑖
|

𝛼𝑗

𝑗>𝑘

> 𝛿 

elde edilir ve dolayısıyla, 𝛿𝑘 > 𝛿2 olur. 

Lemma 3 ve 4’e kullanılarak, 𝛿(𝑥) fonksiyonu süreklidir ve 𝑖𝑛𝑓𝛿(𝑥) > 0, 𝑥 ∈ (−∞, +∞) için 

aşağıdaki gibi gösterilir 

𝛿(𝑥) = {𝛿(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋𝑘}, 𝑘 = 1,2, … . 

ɸ(𝑧) fonksiyonu ise aşağıdaki gibi tanımlanır 

ɸ(𝑧) =
(𝑧+𝑖)𝑆(𝑧)

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝑡)

(𝑡+𝑖)𝑆+(𝑡) �̃�(𝑡)

𝑑𝑡

𝑡−𝑧

+∞

−∞
, 𝑧 ∈ 𝛱±. 

Lemma 5. C sabiti y’den bağımsız olduğunda aşağıdaki tahmin doğrudur 

‖ɸ+(𝑥 + 𝑖𝑦) − 𝑎(𝑥)ɸ−(𝑥 − 𝑖𝑦) − 𝑓(𝑥)‖�̅�(𝑝) = 0. 

Bu tahmin limit ilişkisi için de geçerlidir 

𝑙𝑖𝑚
𝑦→+0

‖ɸ+(𝑥 + 𝑖𝑦) − 𝑎(𝑥)ɸ−(𝑥 − 𝑖𝑦) − 𝑓(𝑥)‖�̅�(𝑝) = 0. 

İspat.  

ɸ+(𝑥 + 𝑖𝑦) − 𝑎(𝑥)ɸ−(𝑥 − 𝑖𝑦)

=
(𝑥 + 𝑖𝑦 + 𝑖)𝑆(𝑧)

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝑡)

(𝑡 + 𝑖)𝑆+(𝑡) 𝛿(𝑡)

𝑑𝑡

𝑡 − 𝑥 − 𝑖𝑦
−

+∞

−∞

−
𝑎(𝑥)(𝑥 − 𝑖𝑦 + 𝑖)𝑆(𝑥 − 𝑖𝑦)

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝑡)

(𝑡 + 𝑖)𝑆+(𝑡) 𝛿(𝑡)

𝑑𝑡

𝑡 − 𝑥 + 𝑖𝑦

+∞

−∞

= 𝐼1(𝑓, 𝑥, 𝑦) + 𝐼2(𝑓, 𝑥, 𝑦). 

Burada, 

𝐼1(𝑓, 𝑥, 𝑦) =
𝑆(𝑥 + 𝑖𝑦)(𝑥 + 𝑖𝑦 + 𝑖)

𝜋
∫

𝑓(𝑡)

(𝑡 + 𝑖)𝑆+(𝑡) 𝛿(𝑡)

𝑦𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑥)2 + 𝑦2

+∞

−∞

 

ve 

𝐼2(𝑓, 𝑥, 𝑦) =
1

2𝜋𝑖
(𝑆(𝑥 + 𝑖𝑦)(𝑥 + 𝑖𝑦 + 𝑖) − 𝑎(𝑥)𝑆(𝑥 − 𝑖𝑦)(𝑥 − 𝑖𝑦 + 𝑖)). ∫

𝑓(𝑡)

(𝑡+𝑖)𝑆+(𝑡) �̃�(𝑡)

𝑑𝑡

𝑡−𝑥+𝑖𝑦

+∞

−∞
 . 

Ayrıca, 

𝐼1(𝑓, 𝑥, 𝑦)𝑝(𝑥) =
𝑆(𝑥+𝑖𝑦)𝑝(𝑥)

𝜋
∫

𝑓(𝑡)(𝑥+𝑖𝑦+𝑖)

(𝑡+𝑖)𝑆+(𝑡) �̃�(𝑡)

𝑦𝑑𝑡

(𝑡−𝑥)2+𝑦2

+∞

−∞
 . 

𝑆+(𝑧) sınırlı ve 𝛿(𝑥) > 𝛿 > 0 olduğundan (Lemma 4) aşağıdaki ifade edilir 
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|𝐼1(𝑓, 𝑥, 𝑦)𝑝(𝑥)| ≤ 𝑐1̃𝑝(𝑥) ∫ |
𝑓(𝑡)𝑦𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑥)2 + 𝑦2
|

+∞

−∞

+ 𝑐1̃𝑝(𝑥) ∫ |
𝑓(𝑡)((𝑥 + 𝑖𝑦 + 𝑖) − (𝑡 + 𝑖))

𝑡 + 𝑖

𝑦𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑥)2 + 𝑦2
|

+∞

−∞

= 𝐼1
(1)(𝑓, 𝑥, 𝑦) + 𝐼1

(2)(𝑓, 𝑥, 𝑦). 

Dolayısıyla, 

𝐼1
(1)(𝑓, 𝑥, 𝑦) ≤ 𝑐1̃𝑝(𝑥) max𝑥∈(−∞; +∞)|𝑓(𝑥)| . ∫

𝑦|𝑑𝑡|

(𝑡−𝑥)2+𝑦2

+∞

−∞
≤ 𝑐1‖𝑓‖�̅�(𝑝) . 

|(𝑥 + 𝑖𝑦 + 𝑖) − (𝑡 + 𝑖)| = |𝑡 − 𝑥 − 𝑖𝑦| için ise aşağıdaki ifade elde edilir 

𝐼1
(2)(𝑓, 𝑥, 𝑦) ≤ 𝑐2̃𝑝(𝑥) max

𝑥∈(−∞; +∞)
|𝑓(𝑥)| . ∫

𝑦|𝑑𝑡|

|𝑡 + 𝑖||𝑡 − 𝑥 + 𝑖𝑦|

+∞

−∞

≤ 𝑐2̃‖𝑓‖�̅�(𝑝). { ∫
𝑦|𝑑𝑡|

|𝑡 + 𝑖|2

+∞

−∞

+ ∫
𝑦|𝑑𝑡|

|𝑡 − 𝑥 + 𝑖𝑦|2

+∞

−∞

} ≤ 𝑐2‖𝑓‖�̅�(𝑝). 

Yukarıdaki ifadede 𝑐1, 𝑐2 sabitleri 𝑦’ye bağlı değildir. Bu nedenle 𝑀1, 𝑦’ye bağlı bir sabit olmak üzere 

aşağıdaki bağıntı yazılabilir 

‖𝐼1(𝑓, 𝑥, 𝑦)‖�̅�(𝑝) ≤ 𝑀1‖𝑓‖�̅�(𝑝) . 

Ayrıca, 

𝐼2(𝑓, 𝑥, 𝑦)𝑝(𝑥) =
𝑝(𝑥)

2𝜋𝑖
(𝑆(𝑥 + 𝑖𝑦)(𝑥 + 𝑖𝑦 + 𝑖) − 𝑎(𝑥)𝑆(𝑥 − 𝑖𝑦)(𝑥 − 𝑖𝑦 + 𝑖)) ∫

𝑓(𝑡)

(𝑡+𝑖)𝑆+(𝑡) �̃�(𝑡)

𝑑𝑡

𝑡−𝑥+𝑖𝑦

+∞

−∞
 . 

𝑆+ ve 𝑆− ile sınırlı olan aşağıdaki ifade gibi 

𝑆+(𝑥 + 𝑖𝑦)(𝑥 + 𝑖𝑦 + 𝑖) − 𝑎(𝑥)𝑆−(𝑥 − 𝑖𝑦)(𝑥 − 𝑖𝑦 + 𝑖) = (𝑥 + 𝑖)(𝑆+(𝑥 + 𝑖𝑦) − 𝑎(𝑥)𝑆−(𝑥 − 𝑖𝑦)) +

𝑖𝑦(𝑆+(𝑥 + 𝑖𝑦) + 𝑎(𝑥)𝑆−(𝑥 − 𝑖𝑦)) . 

Lemma 1 (Aghekyan, 2016) kullanılarak 𝑦 > 0 ve bir 𝐴 > 0 sabiti için aşağıdaki tahmin elde edilir 

|𝑆+(𝑥 + 𝑖𝑦) − 𝑎(𝑥)𝑆−(𝑥 − 𝑖𝑦)| < 𝐴
𝑦𝛿

|𝑥+𝑖|2𝛿                                                   (6) 

Buradan, 𝑀2, 𝑦’den bağımsız bir sabit olmak üzere,  

𝐼2(𝑓, 𝑥, 𝑦) ≤ 𝑀2̃𝑝(𝑥) max
𝑥∈(−∞; +∞)

|𝑓(𝑥)| ∫
|𝑑𝑡|

|𝑡 + 𝑖||𝑡 − 𝑥 + 𝑖𝑦|

+∞

−∞

≤ 𝑀2‖𝑓‖�̅�(𝑝) 

yazılır. Dolayısıyla, 𝑀 = 𝑚𝑎𝑥{𝑀1, 𝑀2} olmak üzere, 

‖ɸ+(𝑥 + 𝑖𝑦) − 𝑎(𝑥)ɸ−(𝑥 − 𝑖𝑦)‖�̅�(𝑝) ≤ 𝑀‖𝑓‖�̅�(𝑝) . 

Lemma 5’in ikinci kısmının ispatı için, 𝑓𝑛(𝑥) ∈ 𝐶̅𝛿(𝑝) aşağıdaki koşulu sağlayan bir sonlu 

fonksiyonlar dizisi olsun 

lim𝑛→∞‖𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)‖�̅�(𝑝) = 0 . 

Keyfi bir 𝑛 için 
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ɸ𝑛(𝑧) =
(𝑧 + 𝑖)𝑆(𝑧)

2𝜋𝑖
∫

𝑓𝑛(𝑡)

(𝑡 + 𝑖)𝑆+(𝑡) 𝛿(𝑡)

𝑑𝑡

𝑡 − 𝑧

+∞

−∞

,   𝑧 ∈ 𝛱±. 

 

Bu aşamada (7)’nin sağlandığı gösterilmelidir. 

lim𝑦→+0‖ɸ𝑛
+(𝑥 + 𝑖𝑦) − 𝑎(𝑥)ɸ𝑛

−(𝑥 − 𝑖𝑦) − 𝑓𝑛(𝑥)‖�̅�(𝑝) = 0 .                                 (7) 

Sokhotski-Plemelj formülünden (8) elde edilir 

ɸ𝑛
+(𝑥 + 𝑖𝑦) − 𝑎(𝑥)ɸ𝑛

−(𝑥 − 𝑖𝑦) = 𝑓𝑛(𝑥),   𝑥 ∈ (−𝐴, 𝐴) .                                    (8) 

Eğe,|𝑥| > 𝐴 ise 

𝐽1(𝑥, 𝑦) =
𝑆+(𝑥 + 𝑖𝑦)(𝑥 + 𝑖𝑦 + 𝑖)

2𝜋𝑖
∫

𝑓𝑛(𝑡)

(𝑡 + 𝑖)𝑆+(𝑡) 𝛿(𝑡)

𝑦𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑥)2 + 𝑦2

+∞

−∞

, 

𝐽2(𝑥, 𝑦) =
1

2𝜋𝑖
(𝑆(𝑥 + 𝑖𝑦)(𝑥 + 𝑖𝑦 + 𝑖)

− 𝑎(𝑥)𝑆(𝑥 − 𝑖𝑦)(𝑥 − 𝑖𝑦 + 𝑖)). ∫
𝑓(𝑡)

(𝑡 + 𝑖)𝑆+(𝑡) 𝛿(𝑡)

𝑦𝑑𝑡

𝑡 − 𝑥 + 𝑖𝑦

+∞

−∞

 

olmak üzere, aşağıdaki gösterim kullanılır 

ɸ𝑛
+(𝑥 + 𝑖𝑦) − 𝑎(𝑥)ɸ𝑛

−(𝑥 − 𝑖𝑦) = 𝐽1(𝑥, 𝑦) + 𝐽2(𝑥, 𝑦) . 

Buradan da 

𝑚𝑎𝑥|𝑧|>𝑎𝑝(𝑥)|ɸ𝑛
+(𝑥 + 𝑖𝑦) − 𝑎(𝑥)ɸ𝑛

−(𝑥 − 𝑖𝑦) − 𝑓𝑛(𝑥)|

≤ 𝑚𝑎𝑥|𝑧|>𝑎𝑝(𝑥)|𝐽1(𝑥, 𝑦)| + 𝑚𝑎𝑥|𝑧|>𝑎𝑝(𝑥)|𝐽2(𝑥, 𝑦)| 

elde edilir. 

𝐽1(𝑥, 𝑦) için 𝑓𝑛(𝑥) = 0, |𝑥| > 𝐴 ve C sabit olduğundan aşağıdaki tahminin yapılması mümkündür 

𝑝(𝑥)𝐽1(𝑥, 𝑦) ≤ 𝐶𝑚𝑎𝑥|𝑧|>𝑎 {𝑝(𝑥)𝑦|𝑥 + 𝑖𝑦 + 𝑖| ∫ |
𝑓𝑛(𝑡)

(𝑡 + 𝑖)𝑆+(𝑡)
|

𝑦𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑥)2 + 𝑦2

+∞

−∞

}

≤ 𝐶‖𝑓𝑛(𝑥)‖�̅�(𝑝)𝑚𝑎𝑥|𝑧|>𝑎 {𝑦|𝑥 + 𝑖𝑦 + 𝑖| ∫ |
𝑓𝑛(𝑡)

(𝑡 + 𝑖)𝑆+(𝑡)
|

𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑥)2

+2𝐴

−2𝐴

}

= 𝐶1‖𝑓𝑛(𝑥)‖�̅�(𝑝)𝑚𝑎𝑥|𝑧|>𝑎 {
𝑦|𝑥 + 𝑖𝑦 + 𝑖|

|𝑥2 − 4𝐴2|
}. 

Böylece, 𝑦 → +0 iken 𝐽1(𝑥, 𝑦) = 0 eğilimindedir. 

Lemma 5’in ilk kısmının ispatında benzer şekilde 𝑦 → +0 iken 𝐽2(𝑥, 𝑦) = 0 eğiliminde olduğu 

görülebilir. Dolayısıyla, Eşitlik (8) kullanılarak (7) elde edilir.  

Lemma 5’in ilk tahmini ve (7) kullanılarak aşağıdaki ikinci tahmin elde edilir 

http://www.iiste.org/


International Journal of Scientific and Technological Research                               www.iiste.org 
ISSN 2422-8702 (Online), DOI: 10.7176/JSTR/7-01-06 
Vol.7, No.1, 2021 
 

73 | P a g e  
www.iiste.org  
 
 

‖ɸ+(𝑥 + 𝑖𝑦) − 𝑎(𝑥)ɸ−(𝑥 − 𝑖𝑦) − 𝑓(𝑥)‖�̅�(𝑝)

≤ ‖ɸ𝑛
+(𝑥 + 𝑖𝑦) − 𝑎(𝑥)ɸ𝑛

−(𝑥 − 𝑖𝑦) − 𝑓𝑛(𝑥)‖�̅�(𝑝) + ‖𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)‖�̅�(𝑝)

+ ‖ɸ𝑛
+(𝑥 + 𝑖𝑦) − ɸ+(𝑥 + 𝑖𝑦) − 𝑎(𝑥)[ɸ𝑛

−(𝑥 − 𝑖𝑦)] − ɸ−(𝑥 − 𝑖𝑦)‖�̅�(𝑝)

≤ ‖ɸ𝑛
+(𝑥 + 𝑖𝑦) − 𝑎(𝑥)ɸ𝑛

−(𝑥 − 𝑖𝑦) − 𝑓𝑛(𝑥)‖�̅�(𝑝) + 2‖𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)‖�̅�(𝑝). 

Dolayısıyla,  

lim
𝑦→+0

‖ɸ𝑛
+(𝑥 + 𝑖𝑦) − 𝑎(𝑥)ɸ𝑛

−(𝑥 − 𝑖𝑦) − 𝑓𝑛(𝑥)‖�̅�(𝑝) = 0. 

Hayrapetyan ve Aghekyan (2019b) yukarıda verilen sonuçların yer aldığı iki teoremi ve ispatlarını 

aşağıdaki gibi vermişlerdir. 

4. Temel Teoremler 

Teorem 1. (9) problem düşünülsün. 

lim𝑦→+0‖ɸ𝑛
+(𝑥 + 𝑖𝑦) − 𝑎(𝑥)ɸ𝑛

−(𝑥 − 𝑖𝑦)‖�̅�(𝑝) = 0.                                            (9) 

a) 𝜅 ≥ 0 olduğunda A, B sabitleri ve 𝑆(𝑧) de (2) ile tanımlı eşitliklerin birleşimini göstermek 

üzere (9) probleminin genel çözümü (𝐴𝑧 + 𝐵)𝑆(𝑧)’dir. 

b) 𝜅 = −1 iken (9) probleminin genel çözümü 𝐴(𝑧 + 𝑖)𝑆(𝑧)’dir. 

c) Diğer durumlarda (9) homojen probleminin çözümü yoktur. 

 

İspat. 𝑥0, {𝑥𝑘}1
∞ noktalarının toplamı olan bir nokta ve 𝑃(𝑧) de m dereceli bir polinom olmak üzere, 

(9) probleminin çözümü ya 

𝑃(𝑧)𝑆(𝑧),   
𝑆(𝑧)

𝑥𝑘−𝑧
 ,   𝑘 = 1, 2  veya  

𝑆(𝑧)

𝑥0−𝑧
 .                                                      (10) 

(6) kullanılarak, 

|𝑆+(𝑥 + 𝑖𝑦)(𝑥 + 𝑖𝑦)𝑘 − 𝑎(𝑥)𝑆−(𝑥 − 𝑖𝑦)(𝑥 − 𝑖𝑦)𝑘|

≤ |(𝑥 + 𝑖𝑦)𝑘||𝑆+(𝑥 + 𝑖𝑦) − 𝑎(𝑥)𝑆−(𝑥 − 𝑖𝑦)|

+ |(𝑥 + 𝑖𝑦)𝑘||𝑎(𝑥)𝑆−(𝑥 − 𝑖𝑦)|. |1 − (
𝑥 − 𝑖𝑦

𝑥 + 𝑖𝑦
)

𝑘

|

≤ |(𝑥 + 𝑖𝑦)𝑘| (|𝑆+(𝑥 + 𝑖𝑦) − 𝑎(𝑥)𝑆−(𝑥 − 𝑖𝑦)| +
𝐴1𝑦

|𝑥|
) ≤ 𝑦(𝐴|𝑥|𝑘−1 + 𝑦𝛿|𝑥|𝑘−2𝛿) 

elde edilir.  

Buradan, eğer 𝜅 ≥ 0 ise 

|𝑃(𝑥 + 𝑖𝑦)𝑆+(𝑥 + 𝑖𝑦) − 𝑎(𝑥)𝑃(𝑥 − 𝑖𝑦)𝑆−(𝑥 − 𝑖𝑦)| ≤ 𝑦(𝐴|𝑥|𝑚−1 + 𝑦𝛿|𝑥|𝑚−2𝛿). 

Dolayısıyla, (9) probleminin bir çözümünün 𝑃(𝑧)𝑆(𝑧) olması için m değeri 0 veya 1 olmalıdır.  

Böylece, çözüm (𝐴𝑧 + 𝐵)𝑆(𝑧) ile temsil edilir. 

Eğer 𝜅 = −1 ise 𝑆−(𝑧), 𝑧 = −𝑖 noktasında 1. dereceden kutba sahiptir. Bu nedenle 𝑃(𝑧), 𝐴(𝑧 + 𝑖)𝑆(𝑧) 

biçiminde gösterilir. 

𝜅 < −1 olması durumunda, 𝑧 = −𝑖 noktasında |𝜅|. dereceden kutba sahiptir. Çünkü 𝑚 ≤ 1 için (9) 

probleminin çözümü yoktur. 

Bu aşamada 
𝑆(𝑧)

𝑥𝑘−𝑧
 ve 

𝑆(𝑧)

𝑥0−𝑧
 ‘nin (9) probleminin koşulunu sağlamadığını göstermek gerekmektedir.  

Koşulun sağlandığı varsayıldığında 

http://www.iiste.org/


International Journal of Scientific and Technological Research                               www.iiste.org 
ISSN 2422-8702 (Online), DOI: 10.7176/JSTR/7-01-06 
Vol.7, No.1, 2021 
 

74 | P a g e  
www.iiste.org  
 
 

ɸ1(𝑧) =
𝑆(𝑧)

𝑥𝑘 − 𝑧
 

yazılır ve  

ɸ1
+(𝑥 + 𝑖𝑦) − 𝑎(𝑥)ɸ1

−(𝑥 − 𝑖𝑦) =
𝑆(𝑥 + 𝑖𝑦)

𝑥𝑘 − 𝑥 − 𝑖𝑦
− 𝑎(𝑥)

𝑆(𝑥 − 𝑖𝑦)

𝑥𝑘 − 𝑥 + 𝑖𝑦
= 𝐼1(𝑥, 𝑦) + 𝐼2(𝑥, 𝑦). 

Burada,  

𝐼1(𝑥, 𝑦) =
2𝑖𝑦𝑆(𝑥 + 𝑖𝑦)

(𝑥𝑘 − 𝑥)2 + 𝑦2
 ve 𝐼2(𝑥, 𝑦) =

𝑆(𝑥 + 𝑖𝑦) + 𝑎(𝑥)𝑆(𝑥 − 𝑖𝑦)

𝑥𝑘 − 𝑥 + 𝑖𝑦
 . 

𝑥 = 𝑥𝑘 olması durumunda 

|𝐼1(𝑥, 𝑦)𝑝(𝑥)| = 𝐶
𝑝(𝑥)

𝑦
 

elde edilir. Dolayısıyla, 

lim
𝑦→+0

‖𝐼1(𝑥, 𝑦)‖�̅�𝑝
= ∞. 

Şimdi ise (6) eşitsizliği kullanılarak 𝑦 → +0 ‘a benzer şekilde aşağıdaki ifade elde edilir 

|𝐼2(𝑥, 𝑦). 𝑝(𝑥)| ≤ 𝑐2̃
𝑦𝛿

|𝑥+𝑖|2𝛿

|𝑥−𝑥𝑘|𝛼𝑘

|𝑥𝑘−𝑥+𝑖𝑦|
≤ 𝑐2

𝑦𝛿

|𝑥+𝑖|2𝛿

|𝑥−𝑥𝑘|𝛼𝑘

|𝑥𝑘−𝑥|
1
2𝑦

1
2

= 𝑐2
𝑦

𝛿−
1
2

|𝑥−𝑥𝑘|
1
2−𝛼𝑘

→ 0 . 

Böylece, 

lim𝑦→+0‖𝐼2(𝑥, 𝑦)‖�̅�𝑝
= ∞ . 

Bu nedenle ɸ1
+(𝑧), (9) probleminin bir çözümü değildir. 

Ayrıca, 

ɸ0(𝑧) =
𝑆(𝑧)

𝑥0 − 𝑧
 

eşitliği ile (9) probleminin koşulunun sağlandığı varsayılarak da benzer bir sonuç aşağıdaki gibi elde 

edilir 

ɸ0
+(𝑥 + 𝑖𝑦) − 𝑎(𝑥)ɸ0

−(𝑥 − 𝑖𝑦) = 𝐽1(𝑥, 𝑦) + 𝐽2(𝑥, 𝑦) . 

Burada, 

𝐽1(𝑥, 𝑦) =
2𝑖𝑦𝑆(𝑥+𝑖𝑦)

(𝑥0−𝑥)2+𝑦2  ve 𝐽2(𝑥, 𝑦) =
𝑆(𝑥+𝑖𝑦)+𝑎(𝑥)𝑆(𝑥−𝑖𝑦)

𝑥0−𝑥+𝑖𝑦
 . 

𝑘 → ∞ gibi 𝑥𝑘 → 𝑥0 olduğu dikkate alındığında, 

lim
𝑦→+0

‖𝐽1(𝑥, 𝑦)‖�̅�𝑝
= ∞  ve  lim

𝑦→+0
‖𝐽2(𝑥, 𝑦)‖�̅�𝑝

= 0 

elde edilir. Sonuç olarak ɸ0(𝑧) de (9) probleminin bir çözümü değildir. 

Teorem 2. 𝑓 ∈ 𝐶�̅� olsun ve {𝑥𝑘}1
∞ noktalar dizisi (3), (4) veya (5) koşullarından birini sağlasın. Bu 

durumda, aşağıdaki önermeler doğrudur. 

a) Eğer 𝜅 ≥ 0 ise 𝑧 ∈ 𝛱± ve A, B sabitler olmak üzere homojen olmayan Problem R’nin genel 

çözümü aşağıdaki gibidir 
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ɸ(𝑧) =
(𝑧+𝑖)𝑆(𝑧)

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝑡)

(𝑡+𝑖)𝑆+(𝑡) �̃�(𝑡)

𝑑𝑡

𝑡−𝑧

+∞

−∞
+ (𝐴𝑧 + 𝐵)𝑆(𝑧) .                      (11) 

b) Eğer 𝜅 = −1 ise homojen olmayan Problem R’nin genel çözümü aşağıdaki gibi gösterilebilir 

 

ɸ(𝑧) =
(𝑧+𝑖)𝑆(𝑧)

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝑡)

(𝑡+𝑖)𝑆+(𝑡) �̃�(𝑡)

𝑑𝑡

𝑡−𝑧

+∞

−∞
+ (𝑧 + 𝑖)𝑆(𝑧) , 𝑧 ∈ 𝛱± .  

c) Eğer 𝜅 < −1 ise homojen olmayan Problem R’nin çözülebilmesi için gerek ve yeter şart f 

fonksiyonunun aşağıdaki koşulları sağlamasıdır 

∫
𝑓(𝑡)

𝑆+(𝑡) �̃�(𝑡)

𝑑𝑡

(𝑡+𝑖)𝑗

+∞

−∞
= 0,    𝑗 = 1, 2, … , −𝜅 − 1  . 

 

Bu durumda genel çözüm, 𝐴 = 𝐵 = 0 olmak üzere (11) ile gösterilebilir. 

 

İspat. a) ve b) şıklarındaki önermeler Lemma 4 ve Teorem 1 ile ispatlanabilir. 

c)  𝜅 < −1 olsun. Bu durumda, 

ɸ+(𝑥 + 𝑖𝑦) − 𝑎(𝑥)ɸ−(𝑥 − 𝑖𝑦) = 𝑓𝑦(𝑥) .                                         (12) 

Eşitlik (12), (𝑥 + 𝑖)−1 ile çarpılır ve 𝑎𝑥 =
𝑆+(𝑥)

𝑆−(𝑥)
 olduğu dikkate alınırsa, 

ɸ+(𝑥+𝑖𝑦)

𝑆+(𝑥)(𝑥+𝑖)
−

ɸ−(𝑥−𝑖𝑦)

𝑆−(𝑥)(𝑥+𝑖)
=

𝑓𝑦(𝑥)

𝑆+(𝑥)(𝑥+𝑖)
 . 

Buradan da, 

ɸ𝑦
+(𝑧) =

ɸ+(𝑧 + 𝑖𝑦)

𝑆+(𝑧)(𝑧 + 𝑖)
,   𝑧 ∈ 𝛱+ ve ɸ𝑦

−(𝑧) =
ɸ−(𝑧 − 𝑖𝑦)

𝑆−(𝑧)(𝑧 + 𝑖)
,   𝑧 ∈ 𝛱− 

yazılır ve bu ifadelerin arasındaki fark aşağıdaki gibi elde edilir 

ɸ𝑦
+(𝑥) − ɸ𝑦

−(𝑥) =
𝑓𝑦(𝑥)

𝑆+(𝑥)(𝑥+𝑖)
 . 

𝜅 < −1 olması durumunda, ɸ𝑦
−(𝑧) fonksiyonu 𝑧 = −𝑖 noktasında |𝜅 − 1| mertebeden sıfıra sahiptir.  

Sonuç olarak 𝑓(𝑥) fonksiyonu aşağıdaki koşulları sağlar 

∫
𝑓(𝑡)

𝑆+(𝑡) �̃�(𝑡)

𝑑𝑡

(𝑡+𝑖)𝑗

+∞

−∞
= 0,    𝑗 = 1, 2, … , −𝜅 − 1 . 
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